MECHANISCHE ASPEKTE DER DEFORMATION

Die Mechanik befasst sich mit den Auswirkungen, die Kréfte (forces) auf Korper (bodies) ausiiben.
Ein fester Korper, der dusseren Kriften ausgesetzt ist, tendiert dazu, sich zu verschieben und seine
Form zu verdndern. Wahrend der starren Festkorperverschiebung (rigid body motion) werden die
Gesteine verschoben und/oder rotiert, wobei die urspriingliche Grésse und Form erhalten bleiben.
Wenn die auf den Korper einwirkende Kraft teilweise oder vollstindig vom Korper selbst absorbiert
wird, statt den Korper zu verschieben, wird er unter Spannung gestellt (stressed). Diese Krifte
bewirken dann die Bewegung der Teilchen im Korper. Somit verdndert der Korper seine Form, d.h.
er wird verformt. Unter Verformung (strain) versteht man die Deformation (non-rigid-body
deformation) eines Gesteins infolge von Spannungseinfliissen.

In der Erde sind die wichtigsten Krifte seit Langem aktiv. Sie sind auf die Schwerkraft (gravity) und
die relativen Bewegungen grosser Gesteinsmassen in der Kruste und im oberen Mantel
zuriickzufiihren. Andere mogliche Kréfte sind meist klein oder nur fiir kurze Zeitrdume aktiv, sodass
keine bedeutende Verformung entsteht.

Wichtigste Relativbewegungen in der Figurebene
zwischen den Punkten eines Gitterquadrats

Festkérpertranslation Festkdrperrotation

nicht-Festkérper-

verzerrung Dilatation

Krifte, die mit der Bewegung im Zusammenhang stehen, spielen iiber einen langen Zeitraum eine
Rolle. Die Strukturgeologie untersucht permanente Deformationen (sogenanntes ,,Versagen®,
Lfailure“, von Gesteinen), und produziert Strukturen (structures) wie Falten und Storungen in
Gesteinen. Wenn ein Gestein bricht und seine Kohision verliert, ist es sprod (brittle). Wenn sich das
Gestein ohne Kohésionsverlust in komplizierte Formen verformt, die bestehen bleiben, wenn die
Kraftwirkung authort, so hat das Gestein eine permanente Verformung (strain) aufgenommen und
ist selbst duktil (ductile).
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duktile und spréde Verformung

Das Verhalten (behaviour) der Gesteine, das heisst, ob sie sich permanent oder nicht permanent
verformen, ob die Verformung iiberwiegend durch duktilen, spréden oder einen anderen
Deformationsprozess entsteht, hiangt von der Wechselwirkung einer Vielzahl physikalischer und
chemischer Faktoren ab. Deshalb ist ein genaues Verstindnis des Deformationsprozesses wichtig.
Wir konzentrieren uns in dieser Vorlesung darauf, einige dieser Faktoren zu priifen, und eine
physikalische Einsicht darin zu gewinnen, wie sich Gesteine in der Natur verformen. Die
Beschreibung eines jeden Deformationsprozesses umfasst die Bestimmung der angewandten Last
(Kraft), was das Ziel einer dynamischen Analyse (dynamic analysis) ist. Tatsichlich lassen sich
entscheidende Faktoren der Gesteinsdeformation abschitzen, indem man leicht messbare
Materialeigenschaften wie die Fliessspannung als Funktion von Verformung, Verformungsrate und
Temperatur verwendet und diese auf eine grosse Anzahl von Gesteinen anwendet. Diese Diskussion
definiert also die Konzepte von Spannung, Verformung, Rheologie sowie Bewegungsgleichungen.
Niemand kann Spannungen direkt sehen, aber aus der resultierenden Deformation kann man auf sie
schliessen. Diese Vorlesung wird mit diesem Thema beginnen und die dafiir notwendige
Vektorrechnung einfiihren.

Physikalische Definitionen

Kontinuierliche Medien

Gesteine sind komplizierte Ansammlungen aus Kristallen, Kornern, Fliissigkeiten usw. deren
Eigenschaften und physikalische Parameter sich kontinuierlich verdndern. Kontinuierliche Variation
bedeutet, dass diese Parameter rdumliche Ableitungen aufweisen. Deswegen ist es notwendig,
infinitesimal kleine Materialvolumina zu betrachten, in denen die physikalischen Eigenschaften
iiberall gleich sind. Dies nennt man ein kontinuierliches Medium, das reale Materialien modelliert,
ohne ihre feine Struktur (z.B. die atomare Grosse) zu betrachten. In der folgenden Diskussion zur
Mechanik werden die Gesteine als kontinuierliche Medien betrachtet.
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Newton 'sche Axiome: Gesetze der Bewegung
Die newtonschen Axiome machen Aussagen iliber den Bewegungszustand von Korpern in
Abhéngigkeit von einer dusseren Grosse, der Kraft (force), und einer Eigenschaft des Korpers: der
Masse (d.h. die Menge an Material in einem Korper). Auf dem Gebiet der Dynamik sollen nun die
treibenden Krifte der Bewegung untersucht werden. Da Deformation die relative Bewegung
zwischen Punkten ist, werden die drei newtonschen Gesetze der Bewegung als grundlegende Axiome
angenommen.

Gesetz 1: (Triagheitsprinzip)

Jeder Korper verharrt im Zustand der Ruhe oder der gleichformigen geradlinigen Bewegung, solange
er nicht von aussen durch einwirkende Kréfte gezwungen wird, seinen Zustand zu édndern.

Die Geschwindigkeit eines solchen sich «frei» bewegenden Korpers ist nach Betrag und Richtung
konstant.

Gesetz 2: (Aktionsprinzip)

Die Anderung der Bewegung (Beschleunigung) ist proportional zur auferlegten Kraft und verlduft in
die Richtung der Kraft.

Gesetz 3: (Reaktionsprinzip)

Eine wirkende Kraft F ruft immer eine gleich grosse, entgegengerichtete Gegenkraft
(Reaktionskraft Fg =—F) hervor; die Wirkung zweier Korper aufeinander ist stets gleich und von

entgegengesetzter Richtung (actio = reactio); z. B. der fallende Stein zieht die Erde ebenso stark an
wie die Erde den Stein.

Physikalische Dimensionen / Grossen
Die mechanischen Eigenschaften eines Materials konnen mit den drei unabhingigen, grundlegenden
physikalischen Grossen (d.h. messbaren Parametern) Linge [L], Masse [M] und Zeit [T] ausgedriickt
werden. [ ] bedeutet ,,in der Einheit“. Andere Dimensionen, wie z. B. elektrische Ladung [Q] und
Temperatur [0], sind abgeleitete Dimensionen.

Eine Grosse/Einheit ist die numerisch skalierte Magnitude einer physikalischen Dimension.

Konventionell werden die Gréssen bzw. Einheiten im Systéme international d'unités (SI-

Einheiten) angegeben. Diese Einheiten sind fiir Ldnge, Masse und Zeit: Meter (m), Kilogramm

(kg) und Sekunde (s).

- Ein Meter ist die Distanz, fiir die das Licht im Vakuum 1/299'792'458 Sekunden benotigt.

- Ein Kilogramm ist die Masse, die durch den internationalen Kilogrammprototyp (auch als
Urkilogramm bezeichnet), der im Bureau International des Poids et Mesures in Sévres
(Frankreich) aufbewahrt wird, definiert ist.

- Eine Sekunde ist das ,,9'192'631'770-fache der Periodendauer der dem Ubergang zwischen
den beiden Hyperfeinstruktur-Niveaus des Grundzustandes von Atomen des Nuklids '**Cs
entsprechenden Strahlung festgelegt (nach dem Zertifikat in Investment Performance
Measurement) bei einer Temperatur von 0 K.

Kraft

Eine Kraft beeinflusst oder verdndert die Bewegung eines Korpers.

Mathematischer Ausdruck
Die Kraft bezeichnet sowohl eine Grosse (magnitude) als auch eine Richtung (inkl. Orientierung;

direction and sense). Deswegen ist die Kraft F ein Vektor, der den Regeln der Vektoralgebra folgt.
Gewohnlich wird die Kraft als Pfeil in einem Koordinatensystem dargestellt:

- Die Lénge der Linie spezifiziert die Grosse (Magnitude) der Kraft (wie stark ein Stoss ist).

- Die Orientierung der Zeile (rdumliche Orientierung der Linie) spezifiziert die Richtung der Kraft
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- Eine Pfeilspitze weist in die Einwirkungsrichtung der Beschleunigung (in die Richtung, in die der
Stoss wirkt).

Wirkt auf einen Korper mit einer Masse m eine Kraft F, so wird er in Richtung der Kraft beschleunigt
(newtonsches Aktionsprinzip, auch Beschleunigungsprinzip genannt). Die Beschleunigung a eines

Korpers ist umgekehrt proportional zu seiner Masse m und direkt proportional zur auf ihn wirkenden
Kraft.

/me F=m3

!

a=

Diese Relation kann geschrieben werden als:
mv  d(mv)

ol

t dt

wobei mv das Produkt der Masse und der Geschwindigkeit ist das, was dem Impuls entspricht, und t
ist die Zeit.

Die uns am meisten vertraute Kraft ist das Gewicht, oder korrekt die Gewichtskraft. Das ist per
Definition die Kraft, die eine Masse (Produkt von Volumen und Dichte) in Richtung der
Gravitationsbeschleunigung erfahrt, und die deshalb normal zur Erdoberflache ist.

Wie jede Vektorgrosse, kann auch eine Kraft entsprechend der Parallelogramm-Regel der

-

Vektoranalyse in drei Komponenten (components) aufgespalten werden, z.B. F)X, Fy, und 1—52, welche

parallel zu den Koordinatenachsen (x, Y, z) sind. Dies wird gewohnlich in Spaltenform geschrieben:

!
I
N’-r“ '~<’-‘lj >:n

Orientierung
Aus der Vektoranalyse lisst sich entnehmen, dass zwei Vektoren eine Ebene definieren. Dies hilft,
die Orientierungen zu bestimmen. Diese erste Definition ist dusserst niitzlich bei 3D-Anwendungen,
da man durch das Produkt der beiden Vektoren einen Vektor senkrecht zu den beiden anderen
Vektoren erhilt, d.h. senkrecht zur Ebene, die die beiden Vektoren enthélt. Das Vektorprodukt (auch
Kreuzprodukt genannt) ist ein Einheitsvektor (seine Linge ist 1). Die praktische Anwendung ist das
normale kartesische Koordinatensystem, wobei 1 der Einheitsvektor entlang der x-Achse (also

senkrecht zur YZ-Ebene), ] der Einheitsvektor entlang der y-Achse (senkrecht zur xz-Ebene) und k
der Einheitsvektor entlang der z-Achse (senkrecht zur xy-Ebene) ist. Die Kraft kann wie folgt
ausgedriickt werden:

. [Fx . 1 0 0
F=|Fy|=F.T+F,.7+F.k=F,.[0|+Fy.|1[+ F..|0
F, 0 0 1

oder

T T T

.

mit €; dem Einheitsvektor der i-Achse.
Wenn die drei Vektorkomponenten geschrieben werden, d.h. die Lange jedes Vektors entlang aller 3
Achsen, konnen die Einheitsvektoren weggelassen werden, sodass die Koordinaten zu den

X
y‘ = Fy.& + Fy.€, + F,.¢,
Z

Koeffizienten T, 7 und K in Teilen der Gleichung vereinfacht werden konnen. Der Vektorsatz, der
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durch die drei Zahlen und das Koordinatensystem definiert wird, wird mathematisch als ein Tensor
erster Ordnung beschrieben.
Krifte und Kraftkomponenten addieren sich wie Vektoren.

Dimension
Die Einheit und die Dimension der Kraft werden mit Hilfe der Bewegungsgleichung der Mechanik

F = m.3 definiert. Die Dimension hat die Form:

[F]=|M.LT7 |

Die Masse ist eine skalare Grosse, d.h. es erfordert nur eine Zahl, um sie zu definieren. Die Einheit
ist ein Kilogramm (1 kg). Ein Skalar ist mathematisch ein Tensor der Stufe 0.

Die Definition der Beschleunigung setzt ein Koordinatensystem voraus.

Das Newton und das Dyn sind die Grundeinheiten der Kraft. 1N ist die Kraft, die bendtigt wird, um

einen Korper von 1 kg mit 1m/ s? zu beschleunigen:
IN =1kg.1m.1s™? =10 Dyns

Die uns am meisten vertraute Kraft ist das Gewicht, oder korrekt die Gewichtskraft. Das ist per Definition
die Kraft, die eine Masse (Produkt von Volumen und Dichte) in Richtung der Gravitationsbeschleunigung
erfahrt, und die deshalb normal zur Erdoberflache ist.

Korperkrdfte - Oberfldchenkrdfte
In der Geologie gibt es zwei grundlegende Klassen von Kréften. Kérperkrifte (body forces) wirken
auf die gesamte Masse eines Korpers und hiangen von der Menge an Material im Korper (d.h. dem
Gewicht) ab. Oberflichenkriéfte (surface forces) wirken an Oberfldchen.

Korperkriifte

Aussere Krifte, die von der Ferne (Schwerkraft, elektromagnetische Felder usw.) auf jedes Partikel
des Korpers wirken, sind Korperkrifte. Nehmen Sie als Beispiel das Gewicht des Bleistifts:
Gravitation wirkt auf das Bleistiftsvolumen und ist proportional zur Menge an Material in diesem
Volumen. Volumenkrifte sind demzufolge proportional zur Masse und zum Volumen des Korpers.

Koérperkraft
(Krafte, die auf jeden Punkt eines Kdrpers wirken)

In rein mechanischen Systemen gibt es zwei Arten von Korperkriften, solche aufgrund der
Gravitation und solche aufgrund der Tréigheit.

Oberflachenkriifte
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Diejenigen Krifte, die auf das Aussere eines Korpers einwirken, z.B. zum Bewegen eines Bleistifts,
sind Oberflachenkrifte oder angewandte Kréfte (applied forces). Oberflichenkrifte (z.B. Reibung)
sind demzufolge proportional zur Grosse der Flache, auf die sie einwirken. Oberflachenkrifte konnen
auf imagindren oder realen Oberflichen innerhalb des Korpers einwirken und kénnen durch das
Wirken des Korpers auf sich selbst, wie z.B. die Spannung in einem ausgedehnten Gummiband,
resultieren. Keine konkrete physikalische Oberfldche oder sichtbare Materialgrenze wird bendtigt.
Die Oberflichenkrifte werden normalerweise ausserhalb des betrachteten Korpers erzeugt und
werden durch die mechanisch ununterbrochene Region iibertragen, die den Korper mit der Stelle
verbindet, an der die Kraft angewendet wird. Z.B. konnen tektonische Krifte von den Plattengrenzen
auf die Platte libertragen werden.

Verhiiltnis von Korper- zu Oberflichenkraften

Gravitationskréfte sind proportional zur Masse. Das bedeutet, dass das Gewicht eines iiberlagerten
Gestein Stapels eine erhebliche Kraft auf die tief liegenden Gesteine in der Kruste ausiibt.

Im Allgemeinen ist jedes Massenelement in einem Zustand des dynamischen Gleichgewichts, was
heisst, dass die Summe der Volumenkrifte gleich und entgegengesetzt der Summe der
Oberfldchenkrifte ist. Wenn dl eine charakteristische Lange eines kleinen Korperelementes ist, dann
konnen wir fiir das Verhiltnis von Korper- zu Oberflachenkriften schreiben:

Korperkrafte ~  (d#)?
Oberflichenkrifte ~  (d#)2

mit K = Konstante, die gegen null geht, wenn df gegen null geht. Der Kraftunterschied impliziert,
dass sich die Grosse der Korperkréfte schneller (erheblich fiir grosse d¥) als die der Oberfldchenkrifte
verringert. Wenn das Volumenelement folglich klein ist, konnen die Korperkréfte, die mit sich selbst
im Gleichgewicht sind, vollstdndig vernachldssigt werden. Die Skalierung zwischen Kdorper- und
Oberflachenkréften hat zum Beispiel wichtige Folgen fiir das Bioengineering: Die Festigkeit eines
Knochens ist proportional zu seiner Querschnittsfliche, aber das Gewicht eines Korpers ist
proportional zu seinem Volumen. Die Knochen grosser Tiere haben deshalb ein grosseres
Durchmesser-Langen-Verhéltnis, um die verhéltnisméssig hoheren Gewichte zu halten. Solche
Beziehungen in der Skalierung beeinflussen auch mechanische Deformationsprozesse. Zum Beispiel
hat George Gabriel Stokes 1851 eine Losung fiir die Geschwindigkeit einer Kugel hergeleitet, die in
einem viskosen Fluid mit niedrigerer (oder hoherer) Dichte absinkt (oder aufsteigt). Diese
Geschwindigkeit vergrossert sich mit dem Quadrat des Kugelradius, weil die Auftriebskrifte
verhdltnismissig stdrker ansteigen als die Reibungskrifte, die auf die Kugeloberfliche
entgegenwirken. Ahnliche Beziehungen zwischen Auftriebs- und Reibungskriften haben wichtige
tektonische Folgen fiir den Aufstieg von Diapiren und das Absinken von lithosphirischen Platten in
den Mantel.

Gerichtete Krdfte

Gerichtete Krifte (directed forces) wirken in eine bestimmte Richtung. In der Geologie ist:

- Kompression (compression): ein Paar entgegengesetzter Krifte, die dazu tendieren, den Korper
zu komprimieren.

- Unter Zug (tension) versteht man ein Paar entgegengesetzter Kréfte, die dazu geeignet sind, einen
Korper auseinanderzureissen.

- Scherung (Scherkraft; shearing, shear forces) wird durch ein gekoppeltes Kréftepaar erzeugt,
das in derselben Ebene liegt, jedoch in entgegengesetzter Richtung ausgerichtet ist.

- Torsion (torsion) ist eine Kraft, die einen Korper verdrehen ldsst (Drillkraft, "Schraubenkraft").
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unterschiedliche Orientierungen der Krafte
(die Krafte, die an den Grenzen eines Kérpers wirken)
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'

Normal- und Scherkomponenten

Eine Oberflachenkraft ﬁ, die auf eine Ebene wirkt, ist im Allgemeinen schrig zur Oberfldche und
lasst sich in zwei Vektorkomponenten aufteilen.

Kraft F
Normalkraft

Kraft (cos 0)

Scherkraft
Kraft (sin 6)

Vektorielle Auflésung einer Oberflachenkraft
in ihre Normal- und Scherkomponente

Diese Komponenten sind:
- Die Normalkraft (normal force) ﬁN, die senkrecht zur Ebene steht;
- Die Scherkraft (shear force) ﬁs, die parallel zur Ebene gerichtet ist:

F = Fy+Fs
Die Scherkomponente erleichtert das Gleiten auf der Ebene, wahrend die Normalkomponente dazu

neigt, es zu verhindern, da beide Seiten der Ebene einander zuneigen. In zwei Dimensionen sind ﬁ,
Fy und ﬁs koplanar; die zwei senkrechten Komponenten sind gemiss Rechtwinkeltriangeln definiert:

Fy = F cosB
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Fg = F sinb

wobei 0 der Winkel zwischen der angewandten Kraft und der Flichennormalen ist. Die Grosse wird
mit dem Satz des Pythagoras bestimmt:

F2 = F{ + F§

Diese Gleichungen zeigen, dass man (1) die Grosse des angewandten Kraftvektors und (ii) den Winkel
zwischen dem Kraftvektor und der Fliche kennen muss, um die Grosse der Komponenten zu
bestimmen.

Aktion / Reaktion; statische Gleichgewichtsbedingungen

Stellen Sie sich einen Gesteinswiirfel innerhalb einer grossen Gesteinsmasse vor. Das Gestein wird
als kontinuierliches Medium betrachtet. Alle sechs Flidchen dieses Wiirfelelements werden durch die
angrenzenden Teile des umgebenden Gesteins angedriickt und das Material innerhalb des Wiirfels
reagiert entsprechend. Diese Situation entspricht dem grundlegenden Reaktionsprinzip (actio=
reactio), das besagt, dass Krifte, die paarweise auftreten, in der Grosse gleich sind, aber in
entgegengesetzter Richtung wirken. Zudem ist jedes Atom innerhalb des Wiirfels der Schwerkraft
unterworfen, ebenso jedes Atom ausserhalb des Wiirfels. Daher kann die iiberall gleichartige
Korperkraft in einem ersten Ansatz als abwesend betrachtet werden.

statische Gleichgewichtsbedingungen Fo+ Fs

Fi=F2+F3

Fi

Zwei Kraftegleichgewichte wirken auf ein Massenelement

Unter natiirlichen statischen Gleichgewichtsbedingungen (static equilibrium,; der Gesteinswiirfel
bewegt sich nicht und wird nicht deformiert) miissen die Kréfte an den gegeniiberliegenden Flichen
im Gleichgewicht stehen. Wenn man diesen Zustand betrachtet, kann man die geologischen Kréfte
am besten verstehen.

Diese Situation tritt auf, wenn die Summe aller auf den Korper wirkenden Kréfte null ist. Dies setzt
voraus, dass Normalkrifte auf gegeniiberliegenden Flichen dieselbe Magnitude haben, jedoch
entgegengesetzte Orientierung haben. Scherkrifte auf den gegeniiberliegenden Flidchen (zwei auf
jeder Fliche) miissen ebenfalls im Gleichgewicht stehen, um eine Rotation des Wiirfels zu
verhindern.

‘Spannunggn J'Pb~202 b



d X, yund z = Achsen
des orientierten
Koordinatensystems

zy .
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Gleichheit der Scherkomponenten
Damit in einem Kontinuum das Drehmoment auf einem
Volumenelement verschwindet (keine Winkelbeschleunigung),
mussen sich die in einer Ebene liegenden und entgegengesetzt gerichteten
(uhrsinnige - gegenuhrsinnige) Scherkomponenten kompensieren

Vereinfachend konnen die Kanten des Wiirfels als die Hauptachsen eines dreidimensionalen
Koordinatensystems angenommen werden. Daraus folgt, dass sich die Scherkomponente entlang der
Kanten der betrachteten Flache in zwei Scherkomponenten aufldsen lésst.

Spannung in einem kontinuierlichen Medium
Die Spannung verursacht die Verformung eines Korpers.

Definition

Die Grosse der Krifte, die auf die Flichen des Wiirfels einwirken, hdngt vom Fldcheninhalt ab. Je
grosser der Wiirfel, desto grosser muss die Kraft sein, um eine Forminderung oder eine Bewegung
zu bewirken. Die Situation wird durch eine Variation der Grosse und Richtung der Krifte von Punkt
zu Punkt auf jeder Wiirfelfliche leicht verkompliziert. Es ist deshalb vorteilhaft, ein Mass zu haben,
das von der Grosse des in Betracht gezogenen Wiirfels unabhingig ist. Diese Vereinfachung
geschieht, indem man sich vorstellt, der Wiirfel werde auf einen wiirfelformigen Punkt verkleinert,
dessen Flachen eine infinitesimale Grosse A =1 haben. Der wiirfelformige Punkt représentiert alle
moglichen Orientierungen einer Flache im Raum.

Die Bedeutung des Bereichs, auf den eine Kraft ausgeiibt wird, ist uns allen intuitiv bekannt. Die
Fiisse sinken beim Gehen auf Schnee ein, weniger, wenn man Schneeschuhe trigt, und man kann
sogar auf Skiern ausrutschen. Die Kraft (Gewicht der Person), die auf den Schnee wirkt, bleibt
dieselbe, aber durch die Vergrosserung der Kontaktflache wird die Belastung des Schnees verringert.
Dies zeigt, dass die Spannung und nicht die Kraft die Verformung von Materialien (hier Schnee)
kontrolliert. Daher muss man mit Spannung arbeiten, um die Verformung von Gesteinen zu
untersuchen.

Zugkraft

Die Zugkraft (traction) T verkorpert die Kraftintensitdt in Bezug auf die Oberflache, auf der die
Kraft ausgeiibt wird. Wird die Kraft F gleichméssig iiber eine grosse Fliache verteilt, so ist:

Wenn die Richtung und Intensitit der Kraft iiber die Flache variieren, sollte die Traktion nur an einem
infinitesimal kleinen Bereich als Punkt definiert werden. Mit dem imaginiren kubischen Punkt wird
Traktion formal als Kraft pro Flicheneinheit, die an einem bestimmten Ort in eine bestimmte
Richtung auf den Wiirfel einwirkt, definiert.
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Eine genauere Definition der Zugkraft an einem Punkt wird gegeben durch das beschrinkte
Verhiltnis von Kraft AF zur Fliche AA, wenn es der Grosse der Fliche AA erlaubt ist sich zu
verringern und null anzunidhern (Cauchy-Grundregel):

. AF _dF

T AAS0AA  dA

In dieser Gleichung ist AF ein Vektor, der eine Lange und eine Richtung hat.
Die Zugkraft ist ebenfalls ein Vektor, welcher durch drei Quantititen definiert ist:
- seine Grosse;
- seine Orientierung;

- die Orientierung der Flache, auf die er wirkt. Diese Flache wird definiert durch den Flacheninhalt
A und den normalen Einheitsvektor 1.

F=T.Ann

Achtung: Kraft und Flichennormale sind Vektoren (gerichtete Grossen) und im
Allgemeinen nicht parallel zueinander.

Diese Definition enthilt zwei Richtungskomponenten: eine fiir die Kraft und eine fiir die Orientierung
der Flache. Die Definition zeigt, dass die Zugkraft ein gebundener Vektor ist. Dieser Vektor kann
sich auf einer gegebenen Fliche von Punkt zu Punkt &ndern und auf eine Vielzahl von Flachen
wirken, die durch jegliche Punkte verlaufen und unterschiedliches Ausmass haben. Die Zugkraft wird
folglich immer in Bezug auf eine bestimmte Flidche ausgedriickt.

Spannung

Unter der Annahme des mechanischen Gleichgewichts (Gesetz der Bewegung, 3. Reaktionsprinzip)
baut eine Zugkraft auf die externe Oberfldche eines Korpers interne Zugkréfte innerhalb des Korpers
auf. Die interne Zugkraft wird iiber dieselbe Gleichung wie die externe definiert; daher gibt es auf
beiden Seiten des wiirfelformigen Kontaktpunkts dieselben, aber entgegengesetzten Zugkréfte.

B
\ 'angewandte Kraft F

\
\\“/ Normalkomponente
\
A %
| B

.Widerstand

[ —
I gleich gross und entgegengesetzt zu F

Spannung (ein Paar entgegengesetzter Vektoren) auf einer Ebene
in einem Kérper, auf den eine Kraft angewandt wird

Dieses Paar ausgeglichenen Zugkrifte ist die Spannung (stress). Die Spannung wird auf Punkte eines
Korpers, etwa die Federspannung, angewendet: Es gibt gleiche und entgegengesetzte Krifte auf die
anderen (versteckten) drei versteckten Flachen des kubischen Punkts. Die Spannung umfasst sowohl
die Aktion als auch die Reaktion. Die Spannung ist deshalb ein Paar gleicher und entgegengesetzter
Krifte, die auf die Einheitsflache des Korpers wirken. Die Spannung wird durch das Material iiber
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das zwischenatomare Kraftfeld {iibertragen. Der Korper befindet sich dann in einem
Spannungszustand (state of stress).

Dimension
Sowohl Spannung als auch Druck (pressure) beinhalten die physikalische Dimension der Kraft und
die Dimension der Flache, auf die die Kraft wirkt:

[M*LT-2] /[L2] = [Masse * Linge-! * Zeit-2]

Die Einheiten, die heutzutage in der Geologie am hdufigsten gebraucht werden, sind Pascal (1 Pa =
1 Newton m-2; 1 N =1 kg m s-2) und Bar (1 bar = 105 Pa = 1 Atmosphire). Die Geologen beniitzen
hiufiger 1 Megapascal (MPa) = 10° Pa. Eine niitzliche Zahl, insbesondere fiir Diskussionen mit
metamorphen Petrologen, ist 1 kb = 100 MPa.

Komponenten der Spannung
Mit einem infinitesimal kleinen Wiirfel konnen wir die Korperkrifte gegeniiber den
Oberfldchenkriften vernachldssigen. Demzufolge sind die Korperkrifte mit sich selbst im
Gleichgewicht. Dann konnen wir den dreidimensionalen Spannungszustand in einem Punkt
betrachten (d.h. in einem unendlich kleinen Wiirfel; state of stress at a point). Da die Spannung ohne
Angabe der Ebene, auf die sie wirkt, nicht bestimmt werden kann, miissen sowohl die Richtung der
Kraft als auch die Orientierung der Wiirfelebene berticksichtigt werden.
Die Kraft (und die Zugvektoren) an jeder Einheitsfliche des Wiirfels kann in drei orthogonale
Komponenten zerlegt werden, eine normal zur Fliche (Normalkraft) und zwei parallel zur Fliche
(Scherkréfte). Genauso konnen die Spannungen auf den Fldchen eines infinitesimal kleinen
Einheitswiirfels in drei Normalspannungen (normal stresses) senkrecht zu den Flachen und dreimal
zwel Scherspannungen (shear stresses) parallel zu den Kanten aufgeteilt werden, wobei jede
Scherspannung parallel zu jeder gleichrangigen Richtung der Flache ist.
- Der Normalspannung, die senkrecht zu einer Fldche {ibertragen wird, wird das Symbol c
zugeordnet.
- Den Scherspannungen, die parallel zu einer Flache iibertragen werden, wird das Symbol t
zugeordnet, obwohl oft ¢ in der Literatur verwendet wird.

Spannung in einem 'Punkt' in einem kontinuierlichen Medium
Der Spannungszustand in einem Punkt ist dreidimensional.
Es ist sinnvoll die Kanten des unendlich kleinen Wiirfels (die "Form" des Punktes) als ein System
von kartesischen Koordinaten zu verwenden (x; =x, x, =y, x3=2) und das Symbol c;; dazu zu

beniitzen, jene Spannungskomponente zu bezeichnen, die auf das Flichenpaar normal zu xj einwirkt
(um die Orientierung der Fléche zu identifizieren) und in Richtung Xj (um die Richtung der Zugkraft
zu definizieren). So kann man die Spannung auf einer Flidche in drei Komponenten aufteilen:

oy ist die Komponente der Normalspannung auf den Flichen normal zu x;.

11, und t;3 sind die zwei Komponenten der Scherspannung auf dem Flichenpaar
normal zu x;, wobei eine jede entlang der anderen Koordinatenachsen x, und x5 wirkt.
Fiir jedes Flachenpaar gibt es eine Fliche, fiir die die nach innen gerichtete Normalspannung, hier
positiv, entgegengesetzt der Normalspannung ist, die auf die andere Fldche wirkt. Das Gleiche gilt
fiir die Flachen normal zu x, und x3, so dass insgesamt neun Spannungskomponenten fiir die drei

Flachen erhalten werden:

auf dem Flachenpaar normal zu x;: c11  Ti2 T3 Oxx Txy Txz
auf dem Fléchenpaar normal zu x,: Gy T Tp3  oder Oy Tyx Ty
auf dem Flachenpaar normal zu x;: G33 T3] T3 Sn  Tx Ty
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4 x, y und z = Achsen
des orientierten
Koordinatensystems

Spannungszustand
in einem Kérperelement dargestellt

durch die Normal- (G) und Scherspannungen (1)

Beachten Sie, dass nur die Spannungen, die von der Aussenseite auf dem Wirfel

angewendet werden, gezeichnet sind. Spannungen, die das innere Medium an
seiner Aussenseite erfahrt, sollten innerhalb des Wirfels gezeichnet werden.

Diese werden so geschrieben, dass alle Komponenten, die in derselben Ebene wirken, in einer Zeile
stehen und alle Komponenten, die in derselben Richtung wirken, in einer Spalte stehen. Mit dem
Symbol ¢ statt T, konnen diese wie folgt beschriftet werden:
0611 O12 013
021 Oz2 023
0631 032 O33
Diese geometrische Anordnung entspricht dem urspriinglichen Set der Koeffizienten, die eine
Spannungsmatrix (stress matrix) bilden:
611 012 013
021 022 0323 (1)
031 032 033
Eine Matrix, die die gleiche Anzahl an Reihen und Spalten hat, nennt man eine quadratische Matrix.
Wir kénnen zusammenfassend diese Matrix von Koeffizienten als T oder & oder als oj; bezeichnen
und jedes Element identifizieren als:
011 O12 O13
Ojj = |021 022 Oz3

031 O3 O33

Diese Gruppierung der neun Spannungskomponenten ist der Spannungstensor (stress tensor).

Zur Erinnerung: Mathematische Definitionen; Uber was reden wir?

Skalar: eine Grdsse mit einer Magnitude (d.h. eine reelle Zahl, wie z. B. fiir Masse, Temperatur,
Zeit).

Vektor: ist ein geometrisches Objekt mit einer Grdsse und einer Richtung (z. B. Kraft,
Geschwindigkeit, Beschleunigung).

Tensor: ist eine mathematische Struktur mit einer Grosse und zwei Richtungen (zwei Vektoren). Ein
Vektor (der Einheitsvektor) gibt die Aktionsebene (z. B. Durchldssigkeit, Belastung, Stress)
an.
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Der Spannungstensor stellt alle moglichen Zugvektoren an einem Punkt dar, unabhingig von der
Orientierung der Fldache (d. h. der normalen Einheitsvektoren). Zusammenfassend wird der
Spannungszustand an einem Punkt durch neun Komponenten beschrieben. Genauer gesagt, ist es ein
symmetrischer Tensor, da die sechs Nicht-Diagonalkomponenten austauschbar sind; es ist ein Tensor
zweiter Stufe, da er mit zwei Richtungen in Zusammenhang steht. Dementsprechend haben die
Spannungskomponenten zwei tiefgestellte Indizes, wobei 1, j und z gleichgiiltig und unabhéngig sind
und die Werte 1, 2, 3 annehmen konnen. Die Indizes i, j und z bezeichnen den Reihen- und
Spaltestandort eines Elements. Die Diagonalelemente o;—; sind die Normalspannungen und die nicht
diagonalen Elemente o;.; entsprechen den Scherspannungen.

Wenn der elementare Wiirfel nicht rotiert (Gleichgewichtsbedingung, keine Winkelbeschleunigung
und keine Volumenkraft), heben sich zwei Scherkomponenten jeweils auf den senkrechten
Wiirfelebenen gegenseitig auf: d.h. die Drehmomente (torgues) um jede Achse miissen null sein:

G12 =021
O3 = O3
G631 = 013

Zur Erinnerung:
FEin Drehmoment ist das Produkt aus dem Kraftvektor und dem senkrechten Abstand
zwischen der Massemitte und der Kraft.

Da oj; = oj; (Die tiefgestellten Indizes fiir die Magnituden der Scherspannungen sind kommutativ)

ist die Spannungsmatrix symmetrisch:
011 O12 013
Ojj = |021 022 Oz3

631 032 O33

So reduzieren sich neun Komponenten der Spannungsmatrix auf sechs wahre, unabhingige
Spannungskomponenten in einem Punkt:

Normalspannungen 011 05y 033
Scherspannungen 012 Op3 O3q

Deshalb sind fiir eine willkiirlich ausgewdihlte Serie orthogonaler Achsen x, y und z sechs
unabhdngige Quantitdten notig, um den Spannungszustand in einem Punkt vollstindig zu bestimmen,
d.h. fiir jedes Oberflaichenelement, das durch den Punkt verldauft. Demgegeniiber bendtigen Krifte
nur drei Quantitdten: in Bezug auf eine Fldche, die den Punkt beinhaltet, kdnnen sie in Normal- und
Scherkomponenten aufgeteilt werden.

Die kubische Darstellung hilft dabei, einen wichtigen Unterschied zwischen Spannungen und Kréften
aufzuzeigen. Eine gerichtete Kraft kann in eine bestimmte Richtung wirken (sagen wir nach links),
doch diese Aussage hat keinen Sinn, wenn sie auf innere Spannungen angewandt wird. Eine
Spannungskomponente an einer Seite eines Flachenelements tritt nur im Zusammenhang mit einer
Komponente gleicher Intensitdt und entgegengesetzter Richtung an der gegeniiberliegenden Seite auf.
Dies gilt fiir Normal- und Scherspannungen. Deshalb kann eine Spannung in vertikaler Richtung
existieren, aber nicht nach oben oder nach unten.

Hauptspannungen
Selbst wenn sechs unabhdngige Spannungsgrossen und beliebige Orientierungen den
Spannungstensor vereinfachen, bleibt die Anwendung dieser Formulierung noch etwas miihsam.
Glicklicherweise ldsst sich diese Situation betrdchtlich vereinfachen. In einem homogenen
Spannungsfeld ist es immer moglich, drei gemeinsame orthogonale Ebenen zu finden, die einen
gemeinsamen Schnittpunkt haben, und die so orientiert sind, dass die Scherspannungen -t
verschwinden (null werden).
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Tiz = Tpz3 = T31= 0

In diesem Fall bleiben nur die normalen Komponenten der Spannung iibrig und:

011 012 O33 o1 O 0
021 Oz2 023 wird 0 o, O
031 O3z O33 0 0 o33

Diese drei Ebenen ohne Scherspannung sind als Hauptspannungsebenen (principal planes of stress)
bekannt und schneiden sich entlang drei zueinander senkrechter Linien, den sog. Hauptachsen der
Spannung, auch Hauptspannungsachsen (principal axes of stress) eines betrachteten Punkts. Die
Spannungskomponenten, die in Richtung dieser drei Achsen wirken, sind die Hauptspannungen
(principal stresses) 011, 02, und 033. Sie werden je nach Betrag mit o4, 0, und 03, um eine
Wiederholung der tiefgestellten Zeichen zu vermeiden, bezeichnet. Konvention ist, dass 0, = 0, =
o3 ist. Dies entspricht den maximalen, intermediiren und minimalen Hauptspannungswerten.
Anders gesagt: Die Hauptspannungen sind Normalspannungen, die auf Flachen ohne Scherspannung
wirken. Die Hauptspannungsachsen stimmen mit den Hauptachsen des Spannungsellipsoids iiberein,
das weiter unten definiert wird.

Achtung: Vorzeichenkonvention!! In der Physik und im Ingenieurbereich ist die
Zugspannung, die dazu neigt, materielle Partikel auseinanderzuziehen, positiv und die
Kompressionsspannung, die dazu neigt, die materiellen Partikel zusammenzudriicken,
negativ. In der Geologie ist der Spannungszustand innerhalb der Erdkruste stets in
Kompression, auch in Extensionsbereichen. Daher ist es {blich, die
Kompressionsspannung positiv und die Zugspannung negativ zu bezeichnen. Z.B. in
einer nicht tektonischen Umgebung, wird die Spannung in jeder moglichen Tiefe durch
die Uberbelastung erzeugt. Es ist eine zusammenpressende, vertikale Spannung, die einen
zusammenpressenden horizontalen Druck verursacht. Auch an der Erdoberfliche
entspricht die maximale Druckspannung dem atmosphérischen Druck. Scherspannungen
sind positiv im Gegenuhrzeigersinn.

Wenn die Grossen und Richtungen der drei Hauptspannungen in einem Punkt bekannt sind, kdnnen
die Komponenten der Normal- und Scherspannungen auf jeder Fldche durch diesen Punkt berechnet
werden.

Der Spannungszustand in einem Punkt kann deshalb durch drei Hauptspannungen und drei
Richtungen (die Orientierung der drei Hauptspannungsachsen) vollstidndig beschrieben werden.
Stimmen die Achsen der Hauptspannungen nicht mit den Koordinatenachsen iiberein, sind sechs
unabhdngige Spannungskomponenten erforderlich, um den Spannungszustand vollstindig zu
beschreiben.

Terminologie der Spannungszustdnde
Beispiele von speziellen Spannungszustianden sind:

0,=0,=0;03<0 Einachsige Dehnung

0, =03=0;0;>0 Einachsige Kompression

o, =0 Zweiachsige (ebene) Spannung

01 = 03 = O3 Allgemeine dreiachsige Spannung

04, =0,=03=Dp hydrostatischer Spannungszustand (hydrostatic
stress), wobei die deviatorischen Spannungen null
sind.

Wenn p < 0 (Dehnung) ist, wird der Spannungszustand als hydrostatische Dehnung (hydrostatic
tension) bezeichnet. Hydrostatische Spannungen verursachen Volumeninderungen, jedoch keine
Forménderungen im Material.
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In der Geologie wird der lithostatische Druck (lithostatic pressure) oft dazu benutzt, den
hydrostatischen Druck in einer Tiefe z unter der Erdoberfliche zu beschreiben, durch das Gewicht
der Gesteine mit mittlerer Dichte p in der Gesteinssdule. Natiirlich entspricht dies pgz wobei g die
Gravitationsbeschleunigung ist. Jedoch erfordert diese Aussage eine Einschrankung, da sie annimmt,
dass der Spannungszustand in der Tiefe z wirklich hydrostatisch ist, aufgrund des Relaxierens aller
Scherspannungen durch Kriechprozesse. Wenn der Spannungszustand nicht hydrostatisch ist und
man von einem Spannungszustand durch eine Gesteinssdule der Hohe z redet, dann beschreibt man
diesen gewohnlich als:

Z
01 zf pg.dz
0

0, =03 =[v/(1-v)]o;

wobei v die Poissonzahl (Poisson’s ratio) ist.

Mittelspannung

Die Mittelspannung (mean stress) 6 oder die hydrostatische Spannungskomponente p ist einfach
das arithmetische Mittel der drei Hauptspannungen:

_ ((51+(52+G3) _ﬁ
3 3
Dieser Druck ist eine invariante Grosse und unabhingig vom Koordinatensystem; er wird durch das

Gewicht der Uberlast (dem Umgebungsdruck) verursacht und ist durch gleichmissige
Spannungsgrdssen in alle Richtungen charakterisiert.

G=Dp

Erinnerung, grundlegende Terminologie:
In der Mathematik ist die Summe der Diagonalkomponenten eines Tensors, die sich bei der Drehung
des Koordinatensystems nicht dndert, die erste Invariante (first invariant).

In der Erde betrdgt der typische Wert etwa 30 MPa/km (d.h. ca. 3 kbar/10 km). Die
Durchschnittsspannung spezifiziert folglich das durchschnittliche Niveau der normalen Spannung,
die auf alle moglichen Storungsflichen wirkt und den Reibungswiderstand an diesen regelt.
Andernfalls kann die Durchschnittsspannung nur eine Volumenidnderung bewirken, entweder um sie
zu verringern, wenn die Mittelspannung eine Kompression ist, oder um sie zu erweitern, wenn die
Mittelspannung eine Dehnung ist.

Deviatorische Spannung

Es ist schwierig, Volumenédnderungen in Gesteinen zu messen. Erkennbare Verformung tritt
zusétzlich zu einer Volumeninderung auf. Daher steht Verformung gewohnlich im Zusammenhang
mit der Entfernung des Spannungszustands vom isotropen Zustand. Die deviatorische Spannung
(deviatoric stress) driickt diesen Unterschied aus, indem die Mittelspannung vom allgemeinen
Spannungstensor abgezogen wird. Unter Bertiicksichtigung, dass jeder mogliche Spannungszustand
als die Summe einer hydrostatischen Mittelspannung p und einer deviatorischen Spannung betrachtet
werden kann:

01 O12 Oq3 p 0 O S1 O12 013
021 Oz O023=]|0 p O0|+]|021 Sz 0323
0313 O3z O3 0 0 p 0317 O32 S3

Da p die Mittelspannung ist, es folgt s; + s, + s3 = 0. Die zweite Matrix auf der rechten Seite ist der
Spannungsdeviator (stress deviator). Seine Komponenten sind die deviatorischen Spannungen
(deviatoric stresses). Der Spannungsdeviator (principal deviatoric stress) der Hauptspannungen
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beinhaltet die Betrdge, um wie viel jede Hauptspannung von der Mittelspannung abweicht. Sie
bestimmen die effektive Scherspannung, welche die Intensitdt des deviatorischen Anteils angibt:

2

1 1
Teff = (E Sijsij> = [E (512 4522 +53%) + 033 + 65, + 0%2]

1/2

Die Aufspaltung in eine deviatorische Spannung s;; und in eine volumetrische Spannung 6;;0, das
Standard Kronecker Delta verwendend, wird geschrieben:
Gi]' = Sij + 61]6
und die Normalspannung im Verhiltnis zur Mittelspannung wird dann durch die deviatorische
Spannung beschrieben:
Sij = Gi]' — 61]6
Das Kronecker Delta ist eine mathematische Funktion, die als:
_ (0 fori=+j
8”:{1 fori=j
definiert wird. Folglich:
811=082,=0833=1
812=0813=0871=0823=0831=083,=0

mit anderen Worten ist die Matrix:

821 822 623

[611 012 813]
037 032 033

Die Identitatsmatrix:

1 0 0
01 0

0 0 1

In einfacheren Worten, wenn 0; = 0, = 03 gilt, kann man sich vorstellen, dass zwei Komponenten
auf das Gestein einwirken:

- die Mittelspannung: p = (011 + 055 + 033)/3
- und drei deviatorische Spannungen: S{ =041 — P
S2 =022 —P
S3 =033 —Pp
Bemerkungen:
- Eine Anderung des hydrostatischen Drucks wirkt ausschliesslich auf die Normalkomponenten der
Spannung und ldsst die Scherkomponenten unverindert.
- Alle Scherspannungen sind deviatorisch.
- Die grosste deviatorische Hauptspannung s; wird immer positiv und die kleinste, s3, wird immer

negativ (oder bei Kompression positiv); die deviatorische intermedidre Spannung ist nahezu
gleich der Mittelspannung. Die positive deviatorische Spannung neigt dazu, das Gestein in die
Richtung ihrer Einwirkung zu verkiirzen, wihrend die negative (Zug-)deviatorische Spannung in
die Richtung der relativen Verldngerung wirkt. Beachten Sie, dass der deviatorische
Spannungstensor immer negative Komponenten enthilt.

- Als logische Folge hinterldsst nur die deviatorische Spannung dauerhafte Verformungen in
Gesteinen.

Differentialspannung
Die Differentialspannung o4 ist die Differenz zwischen der grossten und kleinsten Hauptspannung:

oq = (0, — 03)
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Sie ist im Allgemeinen fiir die Deformation verantwortlich, und bleibt vom hydrostatischen Druck
unbeeinflusst. Thre Grosse sowie die Eigenschaften der deviatorischen Spannungen beeinflussen die
Art und Menge der Deformation, die ein Korper erfahrt. Die Differentialspannung ist ein Skalar. Sie
sollte nicht mit der deviatorischen Spannung, die ein Tensor ist, verwechselt werden.

Spannung, die auf einer vorgegebenen Ebene wirkt

Im folgenden Beispiel ist es wichtig, sich zu merken, dass die Spannungswerte mit der Orientierung
und der Intensitit der auferlegten Kraft variieren und sich auch dndern, wenn der Wirkungsbereich
wechselt.

Eine Kraft F, die auf eine reale oder imaginédre Fliache P wirkt, wird in eine Normal- (Fy) und eine
Scherkomponente (Fg) aufgeteilt. Diese Komponenten werden definiert durch:

Fy = Fcos und Fg = Fsin® (2)

Wir nehmen weiterhin an, dass der zuvor erwéhnte kubische ,,Punkt* zur Flache P gehort.

Wir zeichnen den Schnitt eines Wiirfels, bei dem die vertikale Kraft F auf die Oberseite des Wiirfels
mit der Flache A einwirkt. F liegt in der Zeichnungsebene. Wir ignorieren jene Spannung, die zu
dieser Schnittfliche orthogonal ist. Flichen werden bei dieser Betrachtung auf die Linge eines
Segmentes reduziert.

Per Definition ist die Spannung die Wirkung der Kraft pro Einheitsfldche, was man sich als Intensitét
der Kraft vorstellen kann. Die Spannung ¢ auf eine Wiirfelfliche hat die Grosse:

Spannung = Kraft / (Flache des Wiirfels)
c=F/A

Durch den Wiirfel schneidet eine andere Ebene P, deren Normale mit einem Winkel 0 zu F steht.
Die Flache der Ebene P ist:

P(riachey = Wiirfel pische)/cos 0
Ap=A/cos 0 3)

Somit sind die Normalkomponenten der Kraft und der Spannung, die auf die Ebene P wirken:
Fy = F cos 8 = Wiirfel gjsche)0 €0S 0 = Ppische)0 cos?0
und die Scherkomponenten 4
Fg = Fsin 6 = Wiirfel g;cne)0 Sin 0 = Ppische)0 sin 0 cos 6
Aus der allgemeinen Trigonometrie ist bekannt, dass:

(sin20)
2

Der Wiirfel ist so beschaffen, dass Ap = Einheitsflache = 1. Deshalb sind die Grossen der Normal-
und Scherkomponenten der Spannung o auf der P-Flache:

sinfcosO =

_F_(F 29 — 2
GN—AP—<A>COS 0 = ocos” 0
und ®)
—FS—<F)'9 6= (2)sin26
GS—AP = |7 /sinBcosd = (7)sin
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N Kraft v Spannung
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| A = Flache ", A=Y Einheitsflache
|
l |
Fn = Fcos i
N Feos® P-Flache oN = o cosf
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o /
P-Flache

P-Flache =

F=Ac
Fn = Fcos8 = Accosh = (P-Flache)scos?8
Fg = FsinB = Acsind = (P-Flache)asintcost

A
cosf

Ein Vergleich der Gleichungen (2) und (5) zeigt, dass die Spannungen nicht als Vektoren betrachtet
werden konnen, als ob sie Kriafte wéren.

Typischerweise liegt jedes Gestein unter einem triaxialen Spannungsfeld; die Hauptspannungen sind
04, 0, und 03 mit 6; = 0, = 03.

Erinnerung: In der Geologie ist die Kompressionsspannung positiv und die Zugspannung
negativ. In der Physik und im Ingenieurbereich ist die Zugspannung positiv und die
Kompressionsspannung negativ.

Aus praktischen Griinden kann man eine beliebige Fliche P im Korper wéhlen, parallel zu o,, die
wiederum parallel zur horizontalen x-Achse der kartesischen Koordinaten ist. Der Winkel 0 zwischen
der Linie normal zu P und der vertikalen o, (parallel zur z-Koordinatenachse) ist auch der Winkel
zwischen der Fliche P und o3. Man betrachtet das Problem im zweidimensionalen
Spannungszustand. So vernachldssigt man o, und beriicksichtigt nur die zweidimensionale
Hauptfliche (o,,03). Diese Vereinfachung ist konsistent mit der Aussage, dass der Unterschied
zwischen o; und o3 die Verformung bestimmt, wahrend o, nur wenig Einfluss hat, und in erster
Néherung vernachldssigt werden kann. Linien in die (oq, 03)-Fliche reprdsentieren Spuren von
Flachen senkrecht zu dieser Flache und parallel zu o,.

Deshalb kann man aufgrund von Gleichung (5) schreiben, dass die Spannungskomponenten von o
die folgenden sind:

O{N = 07 COS> 0
015 =01SinBcosH

03 steht im rechten Winkel zu o;. Die gleiche trigonometrische Beziehung 16st o3 in ihre
Komponenten auf:
o3y = O3 sin? @
035 = 03SinBcosH
Sind o; und o3 die Hauptspannungen, ergeben sich fir die Normal- und

Scherspannungskomponenten auf einer Fliche, deren Normale einen Winkel 0 mit o, bildet,
folgende Beziehungen:
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oN = 01 €0s? 0+ 05sin? 0
o =sin0 cos 0 (0-03)

Aus der allgemeinen Trigonometrie weiss man auch, dass:

) cos20 + 1
cos“0 = T —
. 1 — cos26
sin“ = T

die man in die vorangehende Gleichung einsetzen kann, um die normale Spannungskomponente zu
schreiben:

GN=01(

cos20+1 1-cos26
2 )°3< 2 )

und vereinfachen zu:
o01+03 cos20 (0;-03)
ONTT 2

Die Scherspannungskomponente ist dann:

01

. 03 .
o5 = 51n29-751n29

Og :ESin 20 (0'1'03)

Wenn o, und o3 die Hauptspannungen sind, lauten die Gleichungen fiir die normale Spannung und
die Scherspannung durch eine Flache, deren Normale mit dem Winkel 6 zu 6, geneigt ist:

(01+03) (04—03)cos26
oNTTT 2

(6)

(04-03)sin26
Og = B

Beachte, dass von Gleichung (6) zu Gleichung (5) wird, wenn o3 null ist.

b C1 _ FN \ O
\ 91N = B Flache) .
\ ,_,@——— re = FS \\ B 9,
O 'S~ (P-Fiache) v

\
Vo
G35 = O3 S\I@/

0s

e
/013 = G4 sinBcoso
(Y
A\
\
\
\
A

|
|
|
|
‘ \

og = % sin26(c1- o3)

2 2
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Diese Gleichungen demonstrieren, dass fiir Ebenen maximaler Scherspannung ogy,.x mit 26 = 90°
gilt. Das heisst, die Ebenen maximaler Scherspannung sind 45° zu den Hauptnormalspannungen o
und o3 geneigt.

In allen Féllen, in denen 01 = 0, = o3 gibt es nur zwei Flachen mit maximaler Scherspannung und
diese schneiden sich in o,. Auch fiir den dreidimensionalen Fall beobachtet man die fiir das
Materialversagen wichtige maximale Scherspannung an jenen Ebenen, die mit o; bzw. o3 einen
Winkel von ungefdhr 45° einschliessen und in der o,-Achse zum Schnitt kommen. Bei
Triaxialversuchen (die drei Hauptspannungen haben Magnituden ungleich Null) bilden Scherbriiche

Winkel von weniger als 45° zur Hauptspannungsachse 0. Wo paarweise Verwerfungsflachen
entstehen, die mehr oder weniger gleichzeitig entstanden sind und die beiden begiinstigten
Scherflichensysteme reprisentieren, spricht man von konjugierten Briichen. Konjugierte
Verwerfungen kreuzen sich auf einer Linie, die parallel zur intermedidren Hauptspannungsachse o,
verlduft. Die kompressiven Normalspannungen auf diesen Flichen tendieren dazu, Gleiten zu
verhindern; Scherspannungen begiinstigen Gleiten.

In der speziellen Situation, in der 6, = o3 oder 0, = o, gilt, gibt es eine unendliche Anzahl solcher
Flachen, die 45° gegeniiber 0, oder o3 geneigt sind.

In allen Fillen hat die maximale Scherspannung die Werte (o, — 03)/2.

Durch Gleichung (6) kann man auch sehen, dass es fiir jeden Spannungszustand mit o; und o3, es
gibt Oberflichen, auf denen keine Scherkréfte wirken. Diese Eigenschaft werden wir verwenden, um
die Richtungen der Hauptspannungen zu definieren.

Beziehung zwischen Normalspannung und Scherspannung: Mohr’scher Kreis
Die Hauptspannungen sind diejenigen, die orthogonal zu drei gegenseitig orthogonalen Ebenen
wirken. Die Scherspannungen auf diesen drei Ebenen gehen gegen Null. Zwischen diesen speziellen
Orientierungen variieren die Normal- und Scherspannungen regelméssig in Bezug auf den
Rotationswinkel 6. Wie sind die Normal- und Scherspannungskomponenten mit der Richtung
verbunden?

Orientierung der Hauptspannungen Spannungskomponente
G YA YA
Gyy
{ G2 Tyx
T 1
E‘}\ Xy v Oxx

=
‘ri
x
<
x

Spannungen auf einem viereckigen Punkt
im zweidimensionalen kartesischen Koordinatensystem

Analytische Darstellung
Umstellen von oy in Gleichungen (6) und quadrieren beider Gleichungen ergibt:

[O'N - (%) (o, + 03)]2 = [(%) (0, — 03)]2 cos?26

, (7)
ol = [(%) (o, — 03)] sin®20
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Beide Gleichungen (7) ergeben, wenn addiert:
1 1
[O'N - <§> (o, + 03)] 240 = [(E) (0, — 03)] 2(cos?20 +sin?20)

und da fiir alle Winkel cos? + sin? = 1 erhilt man:

o=@+ o0] k= B -o0]:

worin man die Struktur einer Standardgleichung fiir einen Kreis erkennt, gegeben in der
Koordinatenebene (x,y) mit dem Mittelpunkt bei (h,k) und Radius r:

x-h?+(y-k?=r?

Mitx = oy, y = osund k=0.

Dies fiihrt zu einer zweidimensional brauchbaren Darstellung der Spannungsgleichungen, bekannt
als Mohr-Diagramm.

Der Radius des Spannungskreises ist (01-03/2)

Der Mittelpunkt des Spannungskreises auf der o Achse liegt bei (01+ 03/2)
Zyklischer Austausch der Tiefzeichen erzeugt zwei andere Kreise fiir die anderen zwei
Hauptdruckunterschiede, (0, — 03) und (0, — 05).

Graphische Darstellung
Die Gleichungen (6) beschreiben einen kreisformigen Ort vom Paar oy und og (Normal- bzw.
Scherspannung), die auf Fldachen beliebiger Orientierung innerhalb eines Korpers, mit bekannten
Werten von o; und o3 ausgesetzt ist, wirken. In anderen Worten, fiir einen gegebenen
Spannungszustand o; und o3 und eine gegebene Orientierung der betrachteten Ebene, werden die
Normal- und Scherpannungen oy und og durch einen Punkt auf dem Mohr’schen Kreis représentiert.

Spannung in zwei Dimensionen (ebene Spannung)

Fiir eine zweidimensionale Spannung kdnnen die Normal- und Scherspannung entlang zweier

orthogonal, skalierter Koordinatenachsen geplottet werden, mit der Normalspannung oy entlang der

Abszisse (horizontale x-Achse) und der Scherspannung og entlang der Ordinate (vertikale y-Achse).

- Diese Achsen haben keine geografische Orientierung, aber beide haben eine positive und eine
negative Richtung.

- Konventionsgeméss ist die rechte Seite des Diagramms positiv fiir kompressive
Normalspannungen. Scherspannungen in der Richtung des Gegenuhrzeigers (konsistent mit dem
trigonometrischen Sinn) werden als positiv betrachtet und iiber der Abszisse gezeichnet.
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AT=6s Darstellung der wichtigen Spannungskomponenten
im Mohr'schen Kreis
Bereich der Druckspannungen
_maximale Scherspannung
gepaarte Normal- und
Scherspannungen
Bereich der
Zugspannungen
3 = Halfte der Differentialspannung
2 Winkel
zwischen der Scherflache und o3 ON
G3 G
Durchmesser
G1 - O3
Differentialspannung
= hydrostatische Komponente, die Volumenanderung erzeugt.
deviatorische Spannung = nicht-hydrostatische Komponente, die die Deformation produziert.
Differentialspannung = je grésser diese Komponente ist, desto grésser ist das Potential

1) Die Hauptspannungen o; und o3 eines gegebenen Spannungszustands sind per Definition
normale Spannungskomponenten; beide werden entlang der Abszisse mit einem Abstand vom

der Deformation.

Ursprung, der ihrem jeweiligen Wert entspricht, aufgetragen.

2) Ein Kreis mit Durchmesser (01- 03y und Mittelpunkt C = (o, + 03)/2 wird durch die Punkte
0, und o3 konstruiert. Die maximale Hauptspannung o, befindet sich am rechten Ende des

Kreises, die minimale Hauptspannung o3 am linken Ende des Kreises.

‘Spannung:m
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Ebene senkrecht zu G5 Zweidimensionale Darstellung der
} Normal- und Scherspannungen

o4 auf der Flache P
n
\\\:/e_’__ \

GE ‘ P Flache senkrecht zur
| Hauptebene (61G3)
,,,,,,,,,,,, o3 NAR |

G |

\T=0g graphische Darstellung (Mohr'scher Kreis) der Variation
von Normal- und Scherspannungen
in einem Punkt der Flache P

S 93 sin2e
2

ON

01- 03

cos20

Der Kreisumfang beschreibt den geometrischen Ort aller moglichen Wertepaare von oy und os.
Deshalb hat jeder Punkt P auf dem Kreis Koordinaten (oy, 0g) wobei oy und og durch die Gleichung
(6) gegeben sind und 20 der Winkel zwischen der oy Achse und der Linie PC ist, gemessen im
Gegenuhrzeigersinn (trigonometrisch) vom rechten Ende der oy Achse. Demnach geben die
Koordinaten eines Punktes P auf dem Kreis die Normalspannung oy (entlang der Abszisse) und die
Scherspannung og (entlang der Ordinate) auf einer Flidche, deren Normale (ACHTUNG: nicht die
Flache selbst) mit 6 zu o, geneigt ist. Aus einfachen geometrischen Griinden ist 6 auch der Winkel
zwischen der Bruchfliche und der geringsten Spannung o3. Der 2 -Winkel, der im Uhrzeigersinn

von o3 zum PC-Radius gemessen wird, ist zweimal so gross wie der Winkel zwischen o4 und der
tatséchlichen Scherfldche.
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Diese Konstruktion kann auch benutzt werden, um o4, 63 und 6 zu bestimmen, wenn oy und og auf

zwei orthogonalen Fliachen gegeben sind. Da die Winkel in diesem grafischen Format verdoppelt

werden, liegt der Punkt, der die Ebene orthogonal zu P darstellt, diametral entgegengesetzt zum P-

Punkt. Der Mohr’sche Kreis kann mit Hilfe dieser zwei Punkte, verbunden durch einen Durchmesser,

der die horizontale Achse in der Mitte C schneidet, konstruiert werden.

Das Mohr’sche Spannungskreis ermoglicht, Normal- und Scherspannungsgrossen verschieden

orientierter Flichen zusammen zu plotten. Es zeigt auch, dass:

- die Punkte auf dem Kreis (d.h. die Neigung der Fliachen) entlang welchen fiir einen gegebenen
Spannungszustand die Scherspannung o5 am grossten ist, Werten mit 6 =+45° entsprechen.

- die maximale Spannungsdifferenz (0, — 03) bestimmt den Wert der grossten Scherspannung, og
weil die Differentialspannung, die dem Durchmesser des Mohrkreises entspricht, zweimal so
gross ist wie die maximale Scherspannung (dem vertikalen Radius des Kreises). Der Radius bleibt
gleich gross, ungeachtet der Koordinatenorientierung. Er ist die zweite Invariante (second
invariant) des zweidimensionalen Spannungstensors.

Ubung
Zeichnen Sie ein Mohr-Diagramm der folgenden Spannungszustinde. hydrostatisch,

einachsig, dreiachsig.

Spannung in drei Dimensionen

Die Mohr’sche Konstruktion wird auch bei dreidimensionalen Spannungszustinden angewandt. In
diesem Fall hat das Diagramm drei Kreise, zwei kleine Kreise (04, 05) und (05, 03) sind tangent an
0,, innerhalb des dritten, grosseren (o0q,03) Kreis dessen linkes Ende o3 ist. Die drei
Diagonalkomponenten 64, 6, und o3 des Spannungstensors sind die Normalspannungen, die entlang
der horizontalen Achse geplottet werden; nichtdiagonale Komponenten sind die Scherspannungen,
die entlang der vertikalen Achse geplottet werden. Alle moglichen (oy, os)-Punkte fallen auf den
grossen (04, 03) Mohrkreis oder zwischen diesen und den (o4, 0,)- und (0,, 03)-Mohrkreisen. Der
Diagrammbereich zwischen diesen drei Kreisen ist der Ort der Spannungen auf Fldchen aller
Orientierungen in drei Dimensionen.

T=0s graphische Darstellung (Mohr'scher Kreis) eines
dreidimensionalen Spannungszustands

ON

G1+ O3

01- 63
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Mohr-Diagramme werden ausgiebig fiir Diskussionen iiber das Zerbrechen von Gesteinen benutzt,
weil sie die Variationen der Spannung mit der Richtung graphisch darstellen und ermdglichen, die
Spannung an bekannten schwachen Flachen zu finden.

Wirkung des Porenfliissigkeitsdrucks
Der Fliissigkeitsdruck (fluid pressure) ist der Druck, der durch Fliissigkeiten, die in den Briichen
und Poren des Gesteins vorhanden sind, ausgeiibt wird oder in diesen herrscht.

Fliissigkeitsdruck
Gesteine in Krustentiefen von mehreren Kilometern haben gewdhnlich entweder eine intergranulare
oder eine Bruchporositit, aufgrund derer eine Fliissigkeitssdule bis zur Oberflache reichen kann.
Wenn das Fluidreservoir im statischen Gleichgewicht ist, wird der Fliissigkeitsdruck P; angenéhert
mit:

Pr=p(pgz
wobei p) die Fliissigkeitsdichte, g die Gravitationsbeschleunigung und z die Tiefe sind. Dies ist der

hydrostatische Druck (hydrostatic pressure), der sich vom lithostatischen Druck unterscheidet (dem
Gewicht der Gesteine in derselben Tiefe).

Ubung
Berechnen Sie die Steigung des hydrostatischen Drucks fiir eine Sdule aus reinem

Wasser sowie die des lithostatischen Drucks.

In der Praxis sind die gemessenen Fliissigkeitsdriicke gelegentlich geringer, aber sehr oft grosser als
der Betrag des normalen hydrostatischen Drucks. Fliissigkeiten mit Uberdruck werden einem oder
mehreren Mechanismen zugeschrieben, etwa der Kompaktion von Sedimenten, der diagenetischen
bzw. metamorphen Dehydratisierung von Mineralien oder der artesischen Zirkulation. Tektonische
Spannungen in aktiven Gebieten konnen auch den interstitiellen Wasserdruck (zwischen Kristallen)
erhéhen. Kohlendioxid, abgegeben vom Mantel oder anderen Quellen, ist ein Fliissigkeit mit
iiblicherweise anormalem Druck.

Effektive Spannung
Das gesamte Spannungsfeld (trotal stress field) in einem pordsen Gestein ldsst sich durch die
Normal- und Scherkomponenten einer Fliche beschreiben. Das Gestein und die dazwischenliegende
Fliissigkeit bilden zusammen die gesamten Normalspannungs- und Scherspannungskomponenten.
Der Tensor der Gesamtspannungen (Gleichung 1) driickt das gesamte Spannungsfeld aus:

011 O12 O7313
021 Oz 023

031 032 033

in dem die Spannungen aufgrund der Fliissigkeit ebenfalls neun Komponenten haben:

P11 P12z P13
[p21 P22 pzs]
P31 P32 P33
wobei:
Pii=P;;=P

p;=p;i=0  (i#))
da die normalen (hydrostatischen) Driicke in allen Richtungen gleich sind und Scherspannungen der
Fliissigkeiten vernachlissigt werden, da sie viel kleiner als die im Feststoff sind. Daraus ergibt sich

eine quadratische, isotrope Matrix, die nur Werte, die entlang der Diagonalen ungleich null sind,
enthilt:
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p 0 O
0 0 p

Die effektive Spannung (effective stress) ist der Unterschied zwischen der Gesamtspannung und
dem Fliissigkeitsdruck Py = p:
Oeff = Otot — Pf

Die effektiven Hauptspannungen oS, oS und o§' betreffen nur den festen Teil des pordsen

Mediums.

Anderung des Umgebungsdruckes
Enthilt ein Material Fliissigkeit unter einem Druck Py, wirkt dieser Druck gleichmissig in alle
Hauptspannungsrichtungen einer angewandten Last entgegen. Deswegen werden die Werte aller
Normalspannungen auf irgendeiner Fliche um den Wert des Porendrucks P¢ reduziert. Die Werte
aller Scherspannungen bleiben gleich, was darauf hindeutet, dass sie von den hydrostatischen
Komponenten unabhingig sind. In Gesteinen entspricht dies der Verringerung bzw. Verkleinerung
des Umgebungsdrucks.

AT =0Og Darstellung des Einflusses vom Porendruck Ps
im Mohr'schen Kreis

P PT
Radius
04— O . .
13 = deviatorische
Spannun
Durchmesser Gy+ O3 P 9
Gi{—-04 =64—C —_—
1~ 03 - 1~ 03 2 P ON
* 03 P € f [eF]

T

-— Differentialspannung—— o1— o3
- Ps }
Mittelpunkt

mittlere Spaanung =

Gq+ a3 Py - oi+ o3
T2
ein hoher Porendruck reduziert alle Normalspannungen

Die effektive Mittelspannung (effective mean stress) ist die Differenz zwischen der Mittelspannung
und dem Fliissigkeitsdruck:

_fof+0§ff+cs§ff_01+02 + o5 .

Bezogen auf den Mohr’schen Kreis, versetzt ein Wechsel der gesamten Normalspannung (o; + 03)
den Kreis entlang der Abszisse um den Wert Py, ohne dabei seinen Durchmesser zu verdndern, d.h.

der Kreis wandert nach links, in Richtung der kleineren Werten der Normalspannung und behélt seine
Grdsse bei. Bei einer Abnahme des Porendruckes wiirde sich der Kreis nach rechts bewegen.
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Spannungsellipsoid

Das Spannungsellipsoid ist eine graphische Methode, die sechs Parameter des Spannungstensors
darzustellen:

- die drei Intensitidten der Hauptspannungen;

- die drei zueinander senkrechten Richtungen der Hauptspannungen.

Die grosste und kleinste Hauptspannung ist das Maximum und Minimum aller
Oberfldchenspannungen, die auf Flachen beliebiger Orientierung durch einen Punkt wirken.

Numerischer Ansatz in zwei Dimensionen
Das Spannungssystem wird zunédchst auf eine Deformation in einer zweidimensionalen Fliche
beschrinkt.

Ubung
* Nehmen Sie einen Punkt O auf einer horizontalen Fldche P.

Eine vertikale Spannung von 100 MPa und eine horizontale Spannung von 50 MPa
wirken in O.

* Bestimmen Sie mit einem Taschenrechner und der unteren Skizze die Absolutwerte
der Spannungen auf Fldchen, die mit 5° Schritten gegentiber O geneigt sind.

*  Machen Sie getrennte Berechnungen fiir die Normal-, Scher- und
Gesamtspannungen.

* Beschreiben Sie die Variation der Spannungsgréssen als Funktion der Orientierung.

\ 61

per Definition

Y= Arctan(z—i)
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¥ OA und OB sind unendlich kleine Langen

At

cxyl
—_—
Oxx
[ ] X
0 - B
Xy
Oyy

Geometrische Beziehung zwischen den Komponenten des Spannungsvektors
und den Komponenten des Spannungstensors

Es entsteht eine Ellipse fiir die gesamte Spannung, die Spannungsellipse genannt wird, wodurch sich
das Spannungsellipsoid reduziert.

Wir konnen uns die gleiche Ubung vorstellen:

- auf einer vertikalen Flache, in der die vertikale Spannung 100 MPa betrdgt und die horizontale
Spannung einen Zwischenwert von 75 MPa hat.

- auf einer horizontalen Fldche, in der die Intensitdten der zwei zueinander senkrechten Spannungen
75 bzw. 50 MPa sind.

Die Kombination dieser drei Spannungsellipsen um O legt das Spannungsellipsoid fest.

Analytischer Ansatz
Wir betrachten nun die Komponenten oy, 6, und o, einer Spannung ¢ die auf eine Fliche P wirkt,
wobei die Koordinatenrichtungen in einem kartesischen Koordinatensystem durch Ox, Oy und Oz
(vertikal) gegeben sind.

= Vektorprodukt von
V4 und vp

Grossenordnung
n=1=vqvysinb

Definition des Einheitsvektors m,
senkrecht zur Ebene, welche v{ und v3 enthalt

Die Orientierung der P-Ebene ist durch den Normaleinheitsvektor n festgelegt. Die Richtung der
Linie OP, und damit die Richtung der Fliche P wird konventionell durch Polarkoordinaten
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(spherical coordinates = Koordinaten, die Positionen auf einer Kugel beschreiben) von n
ausgedriickt:

ny =sin0.cos ¢
ny = sin6.sin ¢ (8)
n, = cos0

Die Polarrichtungen sind gleich den Kosinusrichtungen { cos a; cos B ; cos 0} direkt aus den Winkeln
zwischen der Flachennormalen und den Koordinatenachsen ableitbar. Da n ein Einheitsvektor ist,
miissen diese Komponenten die Bedingung der Einheitslénge erfiillen:

nZ+nji+ni=1 )

Jetzt betrachtet man einen unendlich kleinen Tetraeder, der durch die Fliche P und durch jene drei
anderen dreieckigen Fldachen begrenzt ist, die die Koordinatenachsen enthalten. Die Flidche schneidet
die Achsen Ox, Oy und Oz an den Punkten X, Y und Z. Das Dreieck XOY ist die Projektion der
Deckflache XYZ parallel zu Oz auf die xOy-Ebene. Die Grosse der XYZ-Flachenelemente ist:

(1/2).(Basis XY * Hohe ZH)
Die Grosse des XOY-Flachenelementes ist:
(1/2).(Basis XY * Hohe OH)

Das Verhiltnis zwischen den beiden Flachen ist dem Verhidltnis OH/ZH gleich, wobei OH und ZH
die beiden Seiten des gleichen Dreiecks sind, das in O einen rechten Winkel hat. Ein geometrischer
Autbau innerhalb der Fliche ZOH zeigt, dass OH/ZH = cos 0 = n,. Eine dhnliche Argumentation
zeigt, dass filir die Projektion von XYZ auf die beiden anderen Koordinatenflachen, die
Proportionalititsfaktoren a (Projektion parallel zu Ox) und 3 (Projektion parallel zu Oy) resultieren.

Kosinusrichtungen
Ny = SiN6.COSQ = CoSu
ny = sin0.sing = cosP
n; = coso

Y<

(p/

)/Komponenten des Einheitsvektors n senkrecht zur P-Ebene,
die an P tangent zur Einheitssphére ist
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Jetzt betrachten wir das notige Kriftegleichgewicht im Tetraeder, das von der Flache P und den drei
anderen dreieckigen Flichen, die die Koordinatenachsen enthalten, umschlossen wird. Kréfte, die auf
eine der Fliachen des Tetraeders wirken, werden in eine Normalkraft und zwei Scherkrifte zerlegt.

(Dxx cbxy cI)xz
Dy Doy o)
cDZZ (sz o

yz
zy

Wir nehmen XYZ als Einheitsflache auf der die angewandte Kraft F/1 gleich einem Druckvektor T
ist. Dessen Komponenten Ty , Ty und T, sind zu den Koordinatenachsen parallel. T wird dann durch

die einfache vektorielle Summe bestimmt, wobei die Kosinus-Richtungen die Vektorkomponenten
gewichten:

T =T,cosa+ T, cosB + T,cos 6 (10)

Diese drei Komponenten werden durch die Kraftbestandteile ausgeglichen, die in derselben Richtung
auf die drei anderen Fldchen einwirken. Zum Beispiel:

(area =1)Ty = O+ Dy + O,y (11)
Die Flichen der Koordinatenebenen, die in Bezug auf die XYZ-Einheitsfliche oben errechnet

wurden, sind cosa, cosf3 und cos®. Per Definition sind Kraftkomponenten ®;; gleich den

Spannungskomponenten G;; und Scherkomponenten T;; multipliziert mit der Flache, auf die sie
wirken. Deshalb kann man alle Kraftkomponenten schreiben als:

Dyx = NxOxx Dyy = NxTxy Dyz = NxTxz
Dzz =1N,04; Dzx = N7Tzx Dzy = N7Tzy

Das Beispiel-Gleichung (10) wird:

Ty = 00+ Ny Ty + 1, Ty (12)
Die Abwesenheit von Rotation impliziert, dass t;;= 7;;, und Gleichung (11) wird:

Ty= nyoy+ Ny Ty + N, Ty, (13)

Mit dhnlichen Gleichgewichtsargumenten entlang der anderen Richtungen, sind die
Koordinatenachsen des Spannungsvektors T in Bezug auf n:

Ty= o+ Tyyy+ Ty, 0,
Ty= 1y, 0+ oyyny+ Ty,0,

T,= T+ Ty + 0,1,

Diese 3 linearen Gleichungen werden in Matrixdarstellung geschrieben:

Ty Oxx Txy Txz][Dx

Tyl = [TYX Oyy TYZ] [ny] (14)

T, Tzx  Tzy  Ozz] Dy
Die 3x3-Spannungsmatrix, die jeden Spaltenvektor n linear in einen anderen Spaltenvektor T
umwandelt, ist ein Spannungstensor (stress tensor) zweiter Stufe. Er verbindet jede mogliche
gegebene Fliache mit ihrem dazugehorigen Spannungsvektor, und wird in einer verkiirzten Art als

Cauchy Formel geschrieben:
Ti = Gijnj
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Die Magie dieser Formel: Multipliziert man den als einfache Matrix behandelten Spannungstensor
mit einem Einheitsvektor n;, der normal zu einer bestimmten Ebene ist, erhélt man die Zugkraft, die

auf diese Ebene wirkt.

Erinnern Sie sich: Wenn A und B zwei rechteckige Reihen von Variablen sind, wird ihr Produkt C
definiert als:

C=A.B
Wobei das Element ¢;; von C errechnet wird durch Multiplikation der i Reihen von A mit der j*"
Spalte von B und die einzelnen Elemente summiert:

Cij= Z ajkby;

K
AB ist definiert, nur wenn die Breite (Spaltenzahl) von A gleich der Hohe (Reihenzahl) von B ist und

AB#BA ist. Ausserdem bedeutet AB=0 nicht, dass entweder A oder B eine null Matrix ist.

Diese geometrische Parallelogrammkonstruktion und Gleichung (13) =zeigen, dass die
Normalspannung o entlang der Flaiche mit der Normalen n gegeben ist durch:

T - d=Tn+ Tyn,+ T,n,
o = nZoy + nZoy + nZo, + 2(nyn, Ty, + nyn, T,y + N0, Tyy) (15)

wihrend die zugehorige Scherspannung:

v = |- o?
betragt.
Wir sind daran interessiert, die geometrische Darstellung der Spannungsdnderung in Richtung zu
finden. Die Theorie ldsst sich am besten fiir ein zweidimensionales Spannungssystem darstellen,
wobei der Winkel xOP = 0 ist. Dann gilt n,= cos 0, ny=sin 6 und n,= 0. Gleichung (9) wird zu:

0 = 0y cos% 0 + o, sin® 6 + 21, sin 6 cos O

In der vertikalen Fliche xOP, mit ¢ parallel zur horizontalen Achse Ox, sind die einzigen Krifte, die
auf den Tetraeder (Prisma in 2D) in Richtung Ox wirken o, * (Fliche von P) und o, * (Flidche von

x0z). Diese Krifte miissen im Tetraeder im Gleichgewicht sein, so dass:
ox = 01 *(area of xOz / area of P)
Nachdem nun

Flache von xOz = n, * (Flache von P),

(Flachen sind in 2D auf Linien projiziert) erhdlt man:
Ox = 1401
und mit dhnlichen Argumenten
Oy =1y
0, = 1,03
Substituieren der Kosinusrichtungen aus Gleichung (9) ergibt:

(0,2/01%) + (0,2/02%) + (0,2 /03*) = 1 (16)

Gleichung (16) ist die Gleichung eines im Ursprung zentrierten Ellipsoids, dessen Achsen parallel zu
den Koordinatenachsen sind. Dieses Spannungsellipsoid (stress ellipsoid) ist eine grafische
Darstellung der Spannung.

%
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Gq1 202 203 Spannungsellipsoid

Gzz = 03

Oxx = 01

Die Hauptachsen dieses Ellipsoids sind die Hauptachsen der Spannung (principal axes of stress),
die senkrechten Richtungen zu Flichen ohne Scherspannung. Die Richtung und Grdsse eines
Radiusvektors des Spannungsellipsoids gibt eine komplette Darstellung der Spannung auf einer
Flache, die mit diesem Radiusvektor verbunden ist. Der Radiusvektor ist:

s= ’0X2+0y2+022

Beachte, dass i.A. die Fldche, die zu einem gegebenen Radiusvektor gehort, nicht normal zu diesem
Radiusvektor ist.

Wegen der Symmetrie des Ellipsoids gibt es immer drei senkrechte Richtungen (die Hauptachsen) in
denen T und T dieselbe Richtung haben. Nun ist die Normalspannung (Gleichung 15) auf einer
Flache, deren Normale den Richtungskosini {nX; ny; nz} hat, gegeben durch:

0 = n,%0;+ ny,*0,+ n,03
Die Grosse der Scherspannung auf dieser Fliche ist:
2 _ 24 24 2 24 20 2 2, 2 2
™ = (01'02) Ny Ny + (0-2'0-3) Ny "Ny + (0-3-0-1) Nz "Ny

Wenn diese Richtungen als Koordinatenachsen genommen werden, sind alle Scherkomponenten
gleich null. Der Spannungstensor (aus Gleichung 13) vereinfacht sich zu:

g 0 0
Tz[O 0y 0]
0 0 o3

Spannungsellipsoid — Spannungstensor
Die numerisch erzeugte Ellipse stellt einen Abschnitt des Spannungstensors (stress tensor) in einer
speziellen Hauptfliche dar. Der Spannungstensor ist kein einzelner Vektor. Er bezieht die gesamte
Spannungseinwirkung ein, die an jeder Fliche mit jeder denkbaren Orientierung wirkt und einen
bestimmten Punkt in einem Korper, namlich das Zentrum des Ellipsoids, zu einer bestimmten Zeit
durchliuft.
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Um den Spannungstensor zu beschreiben, braucht man die Orientierung, die Grosse und die Form
des Spannungsellipsoids. Das wird gewohnlich so gemacht, dass man die Orientierung und die Lénge
der drei Hauptachsen des Spannungsellipsoids bestimmt. Wenn man den Spannungstensor in jedem
Punkt eines Korpers definieren kann, kann man das gesamte Spannungsfeld beschreiben, das die
gesamte Sammlung der Spannungstensoren ist. Diese Ubung ist ein grundlegender Ansatz zur
Bestimmung der Beziehung zwischen Spannung und Verformung.

Spannungsfeld

Wenn Oberflachenkrifte auf einem beliebigen Korper wirken, variieren die resultierenden
Spannungen innerhalb des Korpers im Allgemeinen in Richtung und Intensitdt von Punkt zu Punkt.
Die Verteilung aller Spannungen in allen Punkten wird als Spannungsfeld (s¢ress field) beschrieben.
Das Spannungsfeld kann entweder als Satz von Spannungsellipsoiden, als Spannungsachsen oder als
Spannungstrajektorien beschrieben werden. Wenn Normal- und Scherkomponenten in allen Punkten
gleich sind, d.h. gleiche Magnitude und Orientierung haben, ist das Spannungsfeld homogen.
Ansonsten ist es inhomogen was in der Geologie hiufig der Fall ist. Die relative Gleichformigkeit
der Spannungsorientierungen und der relativen Spannungsgrossen fallt auf und ermoglicht es, eine
Karte der regionalen Spannungsfelder zu zeichnen.

Schauen Sie sich dazu die World Stress Map an: https://www.world-stress-map.org/

Zwei oder mehr Spannungsfelder verschiedener Urspriinge kdnnen sich iiberlagern. Dies ergibt ein
kombiniertes Spannungsfeld (combined stress field). Die Urspriinge der Spannungen sind vielfdltig
und infolgedessen verteilt sich die Spannung ungleich innerhalb der Erdlithosphére. Die grossten
Magnituden werden innerhalb oder nahe an den Regionen erreicht, in denen die verursachenden
Kriéfte auftreten. Die Spannung vermindert sich graduell infolge der Elastizitdt und der Kriechenergie,
die bei der Verformung verbraucht werden. Der Spannungsgradient (stress gradient) ist die Rate,
mit der sich die Spannung in eine bestimmte Richtung erhoht, zum Beispiel mit zunehmender Tiefe,
bei einem normalen hydrostatischen Gradienten von 10 MPa/km und einem lithostatischen
Uberlastgradienten von 23 MPa/km. Kurven gleicher Druckgrdssen (Spannungskonturen) illustrieren
solche Gradienten. In der Lithosphére entstehen Spannungen durch Kréfte, die von Punkt zu Punkt
iibertragen werden. Das Kennen der Grosse und der Orientierung der Hauptspannungen an
irgendeinem Punkt ermdglichen die Berechnung der Normal- und Scherkomponenten auf jeder
moglichen Fldche, die durch diesen Punkt geht.

Spannungstrajektorien
In zwei Dimensionen, d.h. auf einer gegebenen Oberfliche (z.B. in einem Kartenbild) sind die
Spannungstrajektorien (stress trajectories) virtuelle Linien mit der Eigenschaft, dass die
Richtungen der Hauptachsen Tangenten zu diesen Linien in allen Punkten sind und die gleichen
Spannungsachsen an diesen Punkten verbinden. Z.B. bestimmt eine Gruppe von Linien die Richtung
der maximalen Hauptspannungen und die zweite, die der minimalen Hauptspannungen. Die beiden
Gruppen sind iiberall rechtwinklig zueinander. Die einzelnen Trajektorien der Hauptspannungen
konnen gebogen sein, miissen sich jedoch in irgendeinem Punkt immer rechtwinklig schneiden.
Deshalb portritieren die Spannungstrajektorien die Spannungsvariationen innerhalb eines Korpers.
Benachbarte, sich anndhernde Trajektorien weisen eine Spannungskonzentration auf.
Punkte, an denen die Hauptspannungen gleich sind, sind isotrope Punkte (isotropic points).
Verflochtene Trajektorien verbinden positive isotrope Punkte; trennende Trajektorien definieren
negative isotrope Punkte.
Punkte, an denen die Hauptspannungen alle null sind, sind einzigartige Punkte (singular points).
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Spannungs-

negativer
isotroper
* Punkt

positiver
isotroper
Punkt

Spannungstrajektorien in zwei Dimensionen

Gleitlinien
Kennen wir die Trajektorien der Hauptspannung, sind die moglichen Scherflichen in jedem Punkt
des Spannungsfeldes die Oberflichentangenten in Richtung der maximalen Scherspannung an diesem
Punkt. Spuren moglicher Scherflachen sind Gleitlinien (s/ip lines). In zwei Dimensionen stellen zwei
Sdtze von Linien Kurven mit rechts- und linkssinnigen Scherrichtungen dar. Sie laufen in Richtung
zu den isotropen Punkten zusammen.

Messen von Spannungen

Die Beweggriinde, Spannungen zu messen, kamen aus der Ingenieurgeologie, der Exploration und
aufgrund geologischer Gefahren. Wenn Minen oder Bohrlocher gegraben oder ausgehoben werden,
werden die Spannungen, die zuvor durch die jetzt entfernten Gesteine gestiitzt wurden, sofort auf die
umgebenden Gesteine iibertragen. Die resultierende Spannungskonzentration ldsst sich gut mit der
elastischen Theorie erkldren. Die Entlastung der Spannung fiihrt zur Verformung, vorausgesetzt, dass
die elastischen Konstanten der intakten Gesteine bekannt sind. Spannungsmessungen werden indirekt
durch das Messen des Gesteinsverhaltens unter Spannungseinfluss um Minen oder Bohrlocher
vorgenommen.

Die zwei Hauptmethoden um in-situ Spannungen rund um Spannungskonzentrationen in
oberflichennahen Bohrléchern zu messen, sind Uberkernung (overcoring) und Hydraulische
Bruchbildung (hydrofracturing).

Elastische Verformung: Uberkernung und Ausbruch

Beim Uberkernen wird eine kleine ringformige Bohrung gebohrt in der ein Feindeformationsmesser
(Dehnungsmessstreifen) auf der Unterseite installiert wird. Nachfolgend wird eine tiefere, koaxiale
und ringférmige Bohrung, um und mit einem internen Radius kleiner als die erste Bohrung, gebohrt.
Dieses Verfahren befreit den Gesteinszylinder des Messgerits von regionalen Spannungen. Die
nachfolgende elastische Verformung des inneren kreisformigen Gesteinszylinders zu einem
elliptischen Zylinder definiert die Richtung der horizontalen Spannungen, wobei die lange Achse der
Ellipse parallel zur maximalen horizontalen Hauptspannung ist (gréssere Entspannung entlang der
maximalen Kompressionsrichtung). Diese Verformung ldsst sich in eine Spannungsgrosse
umwandeln, wenn die elastischen Eigenschaften des Gesteins bekannt sind.
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Grundregel der Spannungsmessung durch die Uberkernung

Nach der Bohrung kann eine kreisformige Bohrung aufgrund von Belastungen in den umliegenden
Gesteinen elliptisch (ausbruchférmig) werden. Die Léngsachse der Ellipse liegt parallel zur
minimalen horizontalen Spannung.

Hydraulische Rissbildung
Bei der hydraulischen Rissbildung (hydraulic fracturing) wird eine unter Druck gesetzte Fliissigkeit
in einen kurzen, abgedichteten Abschnitt einer Bohrung gepumpt. Der Injektionsdruck bei
Rissbildung (breakdown pressure) ist der Fliissigkeitsdruck, der erforderlich ist, um eine
Extensionsbruchbildung an der Bohrlochwand zu verursachen. Bruchbildung tritt auf, wenn dieser
Druck gleich der Dehnfestigkeit o des Gesteins ist, die der minimalen horizontalen effektiven
Hauptspannung o}, ¢ entspricht:

* —
Oheff = —OT

Das Konzept setzt voraus, dass die Hauptspannung vertikal ausgerichtet ist (nahe der Oberfldache) und
mit dem vertikalen Bohrloch iibereinstimmt. Die Grosse der vertikalen Spannung o, ist offenbar das
Gewicht der dariiberliegenden Gesteine. Das Ziel ist, die Grossen der grosseren (oy) und kleineren
(op) Hauptspannungen sowie deren Orientierung in der Horizontalebene zu finden. Die hydraulische
Rissbildung nimmt an, dass sich die Risse senkrecht zur minimalen horizontalen Hauptspannung
bilden. Folglich liefert die Messung der Orientierung der geschaffenen hydraulischen Risse und des
Injektionsdrucks bei der Rissbildung einen Hinweis auf den Spannungstensor.

Jedoch lasst sich mit dieser Technik die Richtung der Hauptspannungsachsen nicht berechnen.
Tatsdchlich hingt der Beginn der hydraulischen Rissbildung auch von den Druckregimen und der
Orientierung des Bohrlochs ab.

Sobald die Einspritzung aufgehort hat, wird der Riss zu einem Durchgang vom gebohrten Reservoir
zum Bohrloch fiir Kohlenwasserstoffgas oder Wasser und ermoglicht so eine erhohte Produktion. Die
hydraulische Rissbildung ist eine praktische Technik zur Kohlenwasserstoffforderung aus Reservoirs
mit niedriger Permeabilitét.

Erdbebenlosungen
Die Achsen P (fiir die KomPrimierung, bewegt sich der Boden in Richtung der seismischen Station),
B und T (DilaTation, Bewegung weg von der seismischen Station) der im Erdbeben freigegebenen
elastischen Verformung, sind anndhernd gleich den aktiven Hauptspannungsrichtungen sy, s,

beziehungsweise s3, wenn ein Erdbeben mit der Verwerfungsbewegung iibereinstimmt (Vorlesung:

Bruchbildung). Das ist der Fall fiir eine nahezu optimale Orientierung der Verwerfung bei der
Reaktivierung im Hinblick auf das regionale Spannungsfeld.
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representative Herdlésungsmechanismen

>
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Abschiebung Uberschiebung Blattverschiebung

Orientierung der Hauptspannungsachsen
(P Maximum, Kompression) T(Minimum, Extension) und B (intermedi&r)

Heutiges Spannungsfeld
Die Ermittlung der Spannungen ist unvollstindig und spérlich. Resultate zeigen, dass der
Spannungszustand charakteristisch heterogen und in Ort und Zeit unvorhersehbar ist. Extrapolationen
aus einzelnen Messpunkten bleiben sehr begrenzte Vereinfachungen des tatséchlichen Zustands, da
lokale Stérungen durch lokale geologische Eigenschaften bestimmt werden.
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Jedoch zeigen Messungssynthesen das Bestehen der bemerkenswert konstanten "Andersonian"
Spannungprovinzen, mit zwei der horizontalen Hauptspannungen und der vertikalen Spannung gleich
o, (Extensionsregime), o, (Blattverschiebungsregime) oder o3 (Kompressionsregime).

Das herkdmmliche Auftreten von anthropogener Seismizitét wahrend der Reservoir-Auffiillung und
von Erdbeben ausgeldsten Erdbeben schldgt vor, dass die kontinentale Kruste global in einem
Zustand des Reibungsgleichgewichts ist.

Anwendung auf geologische Strukturen

Es ist sehr wenig iiber das Spannungsfeld bekannt, das in Gesteinen wihrend der Deformation
herrscht, obwohl es eines der obersten Ziele des Faches ist, dieses Feld so genau wie mdoglich zu
beschreiben. Diese Liicke an Wissen resultiert teilweise aus der Komplexitit der Spannungsfelder,
die in verformenden Korpern herrschen, aber hauptsdchlich aus einem allgemeinen Mangel an
Informationen zu den mechanischen Eigenschaften von Gesteinen.

Epene normal zur verwerfungsflache

Extensionsachse
(um oz)

Flachennormale”.

Kompressionsachse / |

(um o) P
~30°
Theoretische

Kompressions- und
Extensionsachse einer Verwerfung
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Die Anwendung von Normal- und Scherspannungen kann anhand zweier einfacher, geologischer
Beispiele gezeigt werden: die Spannung auf einer Storung und die Spannung auf einer Schichtflache,
die beide eine Biegegleitfaltung durchmachen, resultiert aus entgegengesetzten Druckkréften.
Klarerweise lassen sich der Sinn des Storungsversatzes und der Gleitung auf der Schichtfldche
vorhersehen, wenn die Richtung der Krifte bekannt ist, und umgekehrt.

Zusammenfassung

Die kinematische Analyse identifiziert vier Deformationskomponenten:

- Translation (Anderung des Orts)

- Rotation (Anderung der Orientierung)

- Dilatation (Anderung der Grosse) und

- Distorsion (Anderung der Form).

Spannung ist eine momentane Grosse, die als Kraft pro Flacheneinheit definiert ist. Die Spannungen
an einem Punkt sind die Komponenten des Spannungsvektors in den drei Bezugsebenen.

Der Spannungstensor oj; ist eine mathematische Struktur, die die Kraft pro Flicheneinheit auf einer
orientierten Flache des Korpers bezeichnet. Das erste Tiefzeichen gibt die Richtung der Kraft an, und
das zweite die Flache des Wiirfels, auf der sie wirkt.

Es erfordert neun Zahlen und ein Koordinatensystem, um diese Tensorquantitét zu definieren: Es ist
ein zweiter-Ordnungs-Tensor. Die neun Vektorkomponenten des Spannungstensors entsprechen den
neun Komponenten der Spannung. Die Spannungen lassen sich nicht durch Vektoraddition summiert
werden.

Der Spannungszustand an einem Punkt wird durch die Grosse und die Richtungen von drei
Hauptspannungen oder von den Normal- und Scherspannungen auf einer Fliche mit bekannter
Richtung beschrieben. Dieser Spannungszustand an einem Punkt ldsst sich durch ein Ellipsoid
darstellen, wobei die Langen der Achsen durch die drei Hauptspannungen festgelegt werden. Diese
drei Hauptspannungen haben die folgenden Eigenschaften:

1) Sie sind orthogonal zueinander;

2) Sie sind senkrecht auf den Flachen ohne Scherspannung.

Das Mohr-Diagramm setzt eine materielle Fliche in Beziehung zu den Spannungspunkten. Der
Scherspannungszustand og auf Flichen mit unterschiedlichen Richtungen beschreibt einen Kreis, der
durch 04 und o5 auf dem Mohr-Diagramm lauft. Die Magnitude und die Richtung der Scherspannung
o gegen die Normalspannung oy konnen auf diesem graphisch dargestellt werden.

Die Spannungen in der Lithosphédre haben beides, tektonischen (Plattenbewegung, Vergraben /
Ausgraben, Magmaintrusion) und nicht-tektonischen, lokalen (thermische Expansion / Kontraktion,
Meteoriteneinschlag, Fliissigkeitskreisldufe) Ursprung. Die regionale Gleichféormigkeit der
beobachteten Spannungsfelder argumentiert fiir einen dominierenden tektonischen Ursprung. Die
Differentialspannung steuert die Verformung. Das Verstidndnis der Spannungen ist deshalb wichtig,
um die Gesteinsverformung und die tektonischen Prozesse zu beschreiben, zu quantifizieren und
vorauszusagen.
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